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LA ECUACION DE PITAGORAS

Un problema matemdtico que suscit6 uo interds par-
ticular en las civilizaciones antiguas, fue el de encon-
trar las dimensiones de los tridngulos rectdngulos.
Sabemos, por ejemplo, que ya en Babilonia este
problema habfa sido estudiado durante la primera
dinastfa. Una tabtilla, escrita en escritura cuneiforme
que data de 1900 a 1600 A. C., que ha sido
reconstrufda por Neugebauer y Sachs muestre va_
loes de (c/a),, b y c, que corresponden a la hipotenusa
(c), a un lado (b) de un ridngulo rectdngulo y al
cuadrado de la cosecante (cla)2.

El problema anterior tambidn fue estudiado por el
matemdtico alejandrino Diofanto, quien vivi6 en el
siglo Itr A. C. La soluci6n general se encuentra en los
Elementos de Euclides (Libro X, proposici6n 2g),
enunciada en tdrminos de rectas mediales
conmensruables s6lo en potencia y rectdngulos me_
diales. Es naturalmente denho de ese contexto
geomdtrico que la soluci6n es dada.

I-a Aritm6tica Modema Elemental nos permite una
caracterizacidn de las dimensiones de los ridngulos
rectdngulos en nrlmeros enteros, sin recurrir a la
geometr(a. Vamos a consagrar el resto de este ar(culo
a esa caracterizacidn en el contexto de la Aritmdtica,
en donde eI problema consiste en encontrar los
enteros positivos que verifican la ecuacidn x2 + yz =
22. Sefialemos de paso que fue precisamente la lecrura
de la solrrcidn de Diofanto a este problema el que

llev6 a Fermat a enunciar lo que hoy llamamos ..El

{ltimo Teorema de Fermat". En efecto, pierre de
Fermat, francds del siglo XVII que vivfaenToulouse
y era consejero del parlamento, entretenla su
apacible vida con la lectura de los grandes
matemdticos griegos y cierto intercambio de
correspondencia con algunos sabios
contempordn@s, enEe ellos Descartes. Sobre el
margen del problema anterior de su ejemplar de
Diofanto, Fermat escribidla frase siguiente:

"Al contrario, es imposible dividir un cubo en dos
cubos, un bicuadro en dos bicuadros y en generat trna
potencia cualquiera superior al cuadrado eri dos po-
tencias del mismo grado; he descubierto uu
demostracidn verdaderamente maravillosa pero este
margen es muy estrecho para contener,'(1)

Hasta hoy no ha sido posible dar una demostraci6n de
ese "teorema". No obstante, se sabe que es cierto para
las potencias entre 3 y 125,000.

Regresemos, pues, al caso de la potencia2 ...
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(P)
la forma
\2*y2=vz
El problema que nos proponemos es el de gocontrar
todas las tripletas (x,y,z) de ndmeros naturales que

(l) En lenguaje moderno, d 
".--. "f-r- S,- pam n natural

mayor gue 2, es imposible encontrar 3 enteros positivos x, y, z
tales que x'+y'= z'.
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verifican esa ecuacidn .Cualquier tripleta solucidn de

(P) la llamaremos de Pitdgoras. Empecemos

recordando algunos conceptos y resultados de

arirn6tica elemental que nos serdn ftiles mds

adelante. Primero, dos nrlmeros m y n son primos

entre sf si su mdximo cm(n divisor es 1. Esto lo
denotamos por mcd (m,nFl.
La generalizaci6n es evidente: trt, tr, P son primos

entre s(, si su mdximo comdn divisor es l, lo denota-

mos por mcd (m, Il, P,) = 1. Es claro que si ttr, tr, Y P

son primos entre s(, dos a dos (esto es: m y n son

primos enhe s(, m y p son primos entre s( y n y p son

primos entre s0, entonces m, n y p son primos entre

sf. Sin embargo,la recfproca es falsa: m, n y p pueden

ser primos entre sf sin que sean primos entre s( dos a

dos. Por ejemplo 2, 4,9 son primos entre sf, pero no

2y 4.

Ahora bien, si (m, n, p,) es una tripleta pitag6rica, y

si m, n y p son primos entre sf, entonces sf tendremos

que m, n y p son primos dos a dos. En efecto'

demostremos, por ejemplo, que m y n son primos

entre sf.

Sea d=mcd (m,n) entonces dlm y dln. (Recordemos

que lanotaci6ndlm significaque "d divide a m"). Por

tanto d2lmz y d2ln2. De aqul se deduce que d2l(m2+n2).

Pero m2 + n2 = p' . Por tanto d'z|t', y vemos que dlp.

Entonces ddivide am,ny p. Perom,nyp sonprimos

entre s( por lo que d=1.

Resumamos la discusi6n anterior en el siguiente

teorema

TEOREMA I:
Sca (x, y, z) una tripleta de Pitdgoras. Entonces bs
dos proposicione s siguie ntes son c quivalente s :

a) mcd (tS'6) = I
b) xryq son primos entre st dos a dos.

Dirijamos ahora nuestra atencidn a la forma que

tienen los cuadrados de los n{meros. Si x es un

nfmero par entonces x es de la forma: x = 2k y su

cuadrado x2 es x2 = 4k2 = 2(2W) y por tanto es par.

Rec{procamente, se puede demostrar ftlcilmente que

si el cuadrado de un nri,mero es par, el nfmero debe

ser par.

Una propiedad interesante de los cuadrados de

nfmeros pares que nos serd rltil en un momento es que

el resto de su divisi6n por 8 s6lo puede ser 0 6 4. En

efecto, veamos el cuadro siguiente:

x x2 resto de divisi6n por 8
o00
244
4160
6364
8640
10 100 4

Por otro lado, si x es un nrimero impar, entonces x es

de la forma x = 2k + 1. Su cuadrado es: x2 = 4k2 + 4k
+ I = 4k (k + l) + l. Como ky k + I son nfmeros
cons@utivos, forzosamente uno de ellos debe ser par
y por tanto contener a 2 como factor.
Entonces x2 = 4k (k + l) + I debe ser de la forma: x2

= 8r + 1, donde r es un nrlmero natural.

Este resultado nos permite demostrar oEo resultado
importante sobre las tripletas pitag6ricas:

TEOREMA 2:
S e a x, y, z uru triple ta de Pttdg oras c o n m c d ( r, y, z)

= 1. (Decimos entonccs que btripleta es unatriplcta
pimitiva dc Pitdgoras). Los nrtme?os x, y son de

Nridrd diferente.

DEMOSTRACION:
a) x, y no pueden ser ambos pares: si lo fueran, por lo
visto anteriormente, x2, y2 ser(an ambas pares. Pero
entorrces z2 =x2 + y2 serfa par. Ahora bien, si z2 es par,
z tambidn lo es. Tendrfamos.entooces que 2 divide a

x, y, z,locual es imposibleporser (x,y, z)rma 6in1"o
primitiva de Pitdgoras

b) x,y no pueden ser ambos impares: si lo fueran,
tendrfamos:
x2=8r+l
Y'=8u+l
Por tanto z2 = \2 * y' = 8(r+u) + 2

= 8t+ 2 con t = r + u (notemos
que z2 serfa entonces par).
Al dividir z2 por 8 obtendr(amos utr resto igual a 2,lo
cual es imposible (segrin vimos el resto de un nrlmero
par solo puede ser cero o cuatro).

COROLARIO:
Si (r, y, z) cs una tripkta pr*nitiva de Pitdgoras, z cs
impar.

I

I
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DEMOSTRACION:
Por el teorema anterior. x y y son de paridad diferenle,
por lo tanto x'ly yr tambi€n ser{n de paridad diferente.
Entonces x'+ y'serd serd la suma de un nfmero par
y ur 'npar, por lo que z2 ser6 impar. De all( deduce
que z es impar.

El prtlximo teorema enuncia un resultado importante
sobre las tripletas pitagdricas y estd basado en lo que

seconocecomo el teorema deGauss. Este afirma que

si a:n y n puede factorizarse como n = bc, donde a y
b so- primos entre sf, entonces alc. Por ejemplo 4120
y 20 = 5x4. Vemos qle 4 y 5 son primos entre sf y que

414. Igualmente,4124 = 3x8. Aquf 4 y 3 son primos

entre sf y al8. De la misma forma 81144 = 9x16; 8 y
9 son primos entre sf y 8 divide al otro factor (16).
Veamos ahora el teorema 3.

TEOREMA 3:
Sean m y n dos ent*os primos entre st, dc puidad
diferentc tales quc m > n 2 1.
Sca.q = nf - d, ! = 2frlrltt z = nf + tf . La triplcta (x,
y, z) cs una triplcta pimitiva dc Pitdgoras.

DEMOSTRACION:
Una simple substituci6n muestra que t' + y' = z],Wr
lo que (x, y, z) es una fipleta de Pitdgoras. Demostre-
mos ahora que es primitiva.
Sea d = mcd(x, y, z). Al tener en cuenta que m y n son
de paridad diferente, se obtiene que el nfmero z2 = m2

+ n2 es impar. Por tanto d, que divide a z2 no puede ser

Par.

Por otro lado, como dlz y dln, fotzosamelte dlz+x;
Pero z+x =2m'.
Por tanto dl2m2. Ahoa bien, mcd (2d; = 1

El tmrema de Gauss permite entonces deducir que

dlm2.

AnClogamente, dlz-x; pero z-x = 2n2.

Por tanto, aplicandode nuevo el Teorema de Gauss,

tleganos a dln2 con lo que podemos afirmar que

dlmcd(m2, n2)

Pero mcd (m, n) = l. Esto implica que mcd (m2, n2) =
I y vernos que necesariamenle d = 1. Hemos demos-
trado que la tripleta de Pitilgora$ (x, y, z) es pues
primitiva.
Veamos algrmos ejemplos:
Si m=3 y n=2 ObtenernOS a=J,y=l),7=lt
si m=10 y n=9 obtaemos x=19, y=180,21181

si m=13 y n=8 obtenemos x=105, y=208, 2433
Notemos que si violamos la condici6n de que m y n
sean primos relativos de paridad diferente, obtene-
mgs siempre una tripleta de Pitdgoras pero no primi-
tiva.

Por ejemplo m=5 y n=3 no son de paridad diferente
(aunque sean primos relativos). En este caso x=16,
y=30,2=34. Evidentemente, (x, y, z) no son primos
entre s(: su m{ximo comrln divisor es dos.
Tomemos ahora, al azar,algunas fipletas primitivas
Pitag6ricas, distintas a las anteriores. Por ejemplo
tomemos la cdlebre triplea x=3, y4, z=5. iSe.ud
cierto que existen m y n enteros positivos primos
enffe sf, de paridad diferente, tal que x=m2 - r.2,y=
2mn, z;m2+n2? I-a respuesta es sf: m=2 y n=l
convienen.
Tomemos ahora la tripleta x=9, y=40, z4l men-
cionada en el primer grupo de ejemplos del artftulo
anterior (Ecuaci6n de Pitdgoras y Pardbolas).
Vemos que m=5 y n4 cumplencon las condiciones
pedidas. cabe entonces pregunamos si esto es

posible para cualquier tripleta primitiva de Pitdgoras.
la respuesta es afirmativa:

TEOREMA 4:
Toda tripleta primitiva de Pitdgoras (x, y, z) pucdc
scr cscrita en lafarma: -

x = nf -tl, ! = 2mn, z= ttf +tf
dondc m > n>J, mcd (mrn) = I y m y n son de paridad
difeicnte.

DEMOSTRACION:
ComO x2+y2 = 22, entgnges Z'-7'.= y'
Portanto + ,+ {D'
Demostremos que los nfmeros T , +son primos entre sf.

( r-* ,** \
Sead=mcd\7-, A-/.Entonces
dl' * + es decir:dl z

Anillogamend al 'V - '+,es decir dlx

Pero como (x, y, z) es una Eipteta primitiva de
Pitdgoras, entonces mcd (x, y, z) = 1 y en virtud del
Teorema l,zy x son primos enhe sf. Por Uoto d=1.

Ahora bien, si el prodrrcto de dos nfmeros primos
entre s{ es igual al cuadrado de uo ndmero, e,ntotrces,
por un resultado de aritm€tica elemental sabemos que
cada uno de los ndmeros debe ser un cuadrado.
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Aplicandoestoa "* t'+,cuyoproducto
segln vimos * ( 

') 

tendremos:

entre sf.
Demostremos ahora gue son de paridad diferente.
Si-tuviera la misma paridad, entonces x = m2-Dz, y I
= 2mn y z =m2+n2 ser(an los Ees pares y no poOrfan
constituir una tripleta primitiva de pitdgoras.
Conclusi6n: m y n son de paridad distinta, lo que
completa la demostracidn del Teorema.

Los dos fltimos teoremas caracterizan las tripletas
primitivas Pitagdricas.

Abajo se encuenm un cuadro con algunas de dichas

Z-X aa-= n'
z+x
T=m'

De aqu{ se deduce que x = m2-n2, z = m2+n2, con lo que

!' =Zmn.Falta demostrar que m y n son primos entre
sf de paridad diferente.
Sea d =mcd (m,n). Es claro que d divide a m, n, m2,
n2. Por lo tanto d divide tambi6n a x = mr-n2, y =Znllrr
y z = m2+n2.

Entonces dlmcd(x, y, z). Pero este mcd es 1.
Por tanto d=1, lo que prueba que m y n son primos

tripletas, generadas por computadora. 6se trata de una generacidn aleatoria?

(5159,72A,5209)

{279,440,521)
(115,252,277)
(3?25,8008, 8633)
(2829,1540,3221)
(3751,6840, 7801)
(513, 184,545)
(13, 84,85)
(1971,23W,3029\
(1845,172,1853\
(4757,276,4765)
(2337,784,2465)
(3965,252,3973\
(1517, 156, 152-s)

(1173, 1036, 1565)
(4935,4408, 6617)
(3009,440,3041)
(4&1,6320,784t)
(3835, 372,3853')
(2625,7592,8033)
(69,2&,269)
(2889, 5360, 6089)
(189,340,389)
(259,6r,0,7W)
(3201, 4160,5249\

(401 5, 1152, 4t77\
(3857, 8424.9265)
(1989,6700, 6999)
(5325, 292,5331)
(943,576, 1105)
(4221,260,4229)
(1665, 329, t6g7)
(1131,340, 11gl)
(3621, 1220,3971\
(817,744,1105)
(247,96,265)
(3619, 1860,4069)
(2697,39A4,4745>
(183,1856, lg65)
(155,468,493)
(1233,456,3265)
(329, 1080, 1129)
(1007, 1224, t5g5)
(561,400,699)
(5621,3m,5629)
(t2t9,1 140, 1669)
(217,456, 505)
(3465, 472,3497)
(1O7,5724,5725)
(2597,2O4,2605\

(3565, 6t32,7W3)
(747,340E',3495)
(1023,42A,4395)
(75, 309,317)
(5085, 5372,7397)
(1057, 1t376, 11425)
(221,60,229)
(3105, 6249,6977)
(7,24,25'
(267,3956,3965)
(145, 409,433)
(5925,309,5933)
(5395, 1332,5557')
(33, 56,65)
(3901, 2340,4549'.)
(225,272,353')
(2373,6164; 6605)
(1909, 3180, 3709)
(2415,6392,6933)
(901, 1260, 1546)
(1495, 9052,9t73)
(1643,924, 1885)

0749,860,1949)
(3075, t972,3653)
(2A7,224,305',)
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